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Введение
Построению точных решений классической системы Навье–Стокса в динами-
ке вязкой несжимаемой жидкости посвящена обширная научная литература [1–5].
Эти решения играют важную роль в численном анализе, так как используются
в качестве тестов компьютерных программ. Альтернативная квазигидродинами-
ческая (КГД) система была предложена в 1993 году автором [6]. Обоснованию
подхода, выявлению связей с классической теорией Навье–Стокса посвящены мо-
нографии [7, 8]. Анализ точных решений КГД системы был продолжен в рабо-
тах [9–13]. В частности, в [10] для построения стационарных решений, общих для
систем Навье–Стокса и КГД, использовался принцип суперпозиции. В цилиндри-
ческих координатах этот принцип применялся в [9]. Идея расщепления уравнений
Навье–Стокса, фактически приводящая к принципу суперпозиции, рассматрива-
лась в [14].
В настоящей работе рассмотрены классы точных решений квазигидродинами-
ческой системы, удовлетворяющих предложенному автором условию. Все постро-
енные решения являются точными и для соответствующей системы Навье–Стокса.




1. Условие совпадения решений уравнений Навье–Стокса и квазигидро-
динамической системы
Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости без
учета внешних сил в стандартных обозначениях может быть представлена в виде





(?⃗?− ?⃗?) · ∇)︀?⃗? +∇𝑝 = 𝜈∆?⃗? + 𝜈∇(︀div ?⃗?)︀+ div (?⃗?⊗ ?⃗?). (1.2)
Вектор ?⃗? вычисляется по формуле
?⃗? = 𝜏
(︀
(?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝)︀. (1.3)
Символом 𝜈 обозначен коэффициент кинематической вязкости жидкости, ∆ – опе-
ратор Лапласа, действующий на векторное поле. Постоянная средняя плотность
жидкости 𝜌 положена равной единице. Система (1.1) – (1.2) замкнута относитель-
но неизвестных функций – скорости ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡). Характерное





где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Параметры 𝜈 и 𝜏 являются положительными
константами.
Пренебрегая в системе (1.1) – (1.2) членами, содержащими 𝜏 , получим класси-
ческую систему Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости:
div ?⃗? = 0, (1.4)
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝 = 𝜈∆?⃗?. (1.5)
Будем рассматривать гладкие (бесконечно-дифференцируемые) решения сис-
тем Навье–Стокса и КГД. Справедлива
Теорема 1. Пусть пара бесконечно-дифференцируемых функций (?⃗?, 𝑝) образует
точное решение системы Навье–Стокса (1.4)− (1.5) и выполнено условие
(?⃗? · ∇)?⃗? + (?⃗? · ∇)?⃗? = 0. (1.6)
Тогда (?⃗?, 𝑝) является гладким решением квазигидродинамической системы.
Доказательство. Пусть (?⃗?, 𝑝) – бесконечно-дифференцируемое решение системы
Навье–Стокса (1.4) – (1.5). Тогда выполняется равенство (1.4). Подействуем опе-
ратором «div» на обе части равенства (1.5). Принимая во внимание (1.3) и (1.4),
получим
div ?⃗? = 0. (1.7)
В силу (1.4), (1.7) первое уравнение квазигидродинамической системы обращается
в истинное равенство. Преобразуем (1.2) к эквивалентному виду
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝− 𝜈∆?⃗? =
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= 𝜈∇(︀div ?⃗?)︀+ ?⃗? div ?⃗? + (?⃗? · ∇)?⃗? + (?⃗? · ∇)?⃗?. (1.8)
Учтем (1.4) и (1.5). При выполнении условия (1.6) пара функций (?⃗?, 𝑝) обращает
(1.8) в истинное равенство.
Замечание 1. Условие (1.6) было получено автором.
См., например, [8], с. 98.
Замечание 2. Условие (1.6) может быть представлено в эквивалентном виде
∇(︀?⃗? · ?⃗?)︀− ?⃗?× rot ?⃗? − ?⃗? × rot ?⃗? = 0. (1.9)
Для доказательства достаточно воспользоваться известным векторным тож-
деством, приведенным в [1] на с. 32.
2. Общие решения системы Навье–Стокса и квазигидродинамической
системы в декартовых координатах





















































































Она замкнута относительно неизвестных функций – компонент вектора скорости
𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).
Займемся поиском классов точных решений уравнений Навье–Стокса (2.1) – (2.4),
подчиняющихся условию (1.6). По теореме, доказанной в предыдущем пункте, най-
денные решения будут также удовлетворять КГД системе (1.1) – (1.2), выписанной
в декартовых координатах.
Класс 1. Будем искать решение системы (2.1) – (2.4) в виде
𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡), (2.5)
𝑝 = 𝐴(𝑡)𝑧 + 𝐵(𝑡). (2.6)
Здесь 𝐴(𝑡) и 𝐵(𝑡) – неизвестные функции времени. Для зависимостей (2.5), (2.6)
декартовы компоненты вектора ?⃗? выглядят следующим образом:
𝑤𝑥 = 0, 𝑤𝑦 = 0, 𝑤𝑧 = 𝜏𝐴(𝑡). (2.7)
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⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0. (2.8)
Равенство (2.8), очевидно, выполняется. Подстановка (2,5), (2.6) в (2.1) – (2.3)











Линейное двумерное уравнение теплопроводности (2.9) с источниковым членом(︀−𝐴(𝑡))︀ в правой части хорошо изучено. Можно привести множество точных ре-
шений этого уравнения для конкретных задач. Ограничимся несколькими извест-
ными примерами.
Пример 1. Задача Стокса. Пусть жидкость занимает полупространство 𝑥 > 0, а
плоскость 𝑦𝑜𝑧, являющаяся твердой границей, совершает гармонические колеба-
ния параллельно оси 𝑜𝑧 c положительной частотой 𝜔. Решение системы (2.1) –
(2.4), отвечающее этой задаче, будем искать в виде
𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑡), (2.10)
𝑝 = 𝑝0. (2.11)








которое имеет решение (см. [2], с. 122–123) типа затухающей бегущей волны













2𝜈/𝜔, 𝑈0 – заданная положительная постоянная.
Пример 2. Рассмотрим течение жидкости между двумя параллельными плоскостя-
ми с координатами 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝐻 > 0. Левая плоскость совершает гармонические





= 𝑈0 cos(𝜔𝑡). (2.14)
Правая плоскость неподвижна. Для системы Навье–Стокса эта задача решена в [2]











Здесь 𝑖 – мнимая единица, 𝑘 = (1 + 𝑖)
√︀
𝜔/2𝜈. Символом 𝑅𝑒 обозначена действи-
тельная часть комплексного числа.
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Класс 2. Займемся поиском решений системы (2.1) – (2.4) вида
𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑡), (2.16)
𝑝 = 𝐴(𝑡)𝑦 + 𝐵(𝑡)𝑧 + 𝐶(𝑡). (2.17)
Здесь 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) и 𝐶(𝑡) – неизвестные функции времени. Для распределений ско-
рости (2.16) и давления (2.17) декартовы компоненты вектора ?⃗? выглядят так:
𝑤𝑥 = 0, 𝑤𝑦 = 𝜏𝐴(𝑡), 𝑤𝑧 = 𝜏𝐵(𝑡). (2.18)



























⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0. (2.19)
Соотношение (2.19) представляет собой истинное равенство. Для зависимостей
(2.16) и (2.17) равенства (2.1) и (2.2) удовлетворяются тождественно. Уравнения













Проблема свелась к анализу двух независимых линейных одномерных нестаци-
онарных уравнений теплопроводности с источниковыми членами. Это позволя-
ет применять принцип суперпозиции при построении точных решений уравнений
Навье–Стокса и КГД. Продемонстрируем этот принцип лишь на одном примере.
Пример 3. Рассмотрим движение жидкости между двумя параллельными плоски-
ми пластинами, которые расположены перпендикулярно оси 𝑜𝑥 и имеют коорди-
наты 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝐻 > 0, соответственно. Правая пластина колеблется c положи-








Левая пластина совершает гармонические колебания параллельно оси 𝑜𝑧 c поло-
жительной частотой 𝜔2. Граничные условия для составляющих поля скорости на







= 𝑉0 cos(𝜔2𝑡). (2.23)
В (2.22) и (2.23) символами 𝑈0 и 𝑉0 обозначены заданные положительные констан-
ты. Давление в жидкости считаем постоянным:
𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
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Здесь 𝑘1 = (1 + 𝑖)
√︀
𝜔1/2𝜈, 𝑘2 = (1 + 𝑖)
√︀
𝜔2/2𝜈. Составляющая скорости 𝑢𝑥 равна
нулю.
3. Общие решения системы Навье–Стокса и квазигидродинамической
системы в цилиндрических координатах
Классическая система Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости в ци-






















































































































































Неизвестными в ней являются компоненты вектора скорости 𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑟, 𝜙, 𝑧, 𝑡),
𝑢𝜙 = 𝑢𝜙(𝑟, 𝜙, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑟, 𝜙, 𝑧, 𝑡) в базисе (?⃗?𝑟, ?⃗?𝜙, ?⃗?𝑧) и давление 𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝜙, 𝑧, 𝑡).
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Класс 3. Будем искать решение системы (3.1) – (3.4) в виде
𝑢𝑟 = 0, 𝑢𝜙 = 𝑢𝜙(𝑟, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑟, 𝑡), (3.5)
𝑝 = ̂︀𝑝(𝑟, 𝑡) + 𝐴(𝑡)𝑧 + 𝐵(𝑡). (3.6)

















то условие (1.6) выполняется. Принимая во внимание (3.8), подставим (3.5) и (3.6)































Система, эквивалентная (3.8) – (3.10), была выписана в [14] на с. 167. Идея рас-
щепления системы Навье–Стокса состоит в том, что уравнения (3.9) и (3.10) могут
быть решены по отдельности, независимо друг от друга. Функция ̂︀𝑝 = ̂︀𝑝(𝑟, 𝑡) на-
ходится из (3.8) простым интегрированием:





Здесь 𝑟 и 𝑟0 – заданные неотрицательные числа, 𝑝0 – положительное число.
Пример 4. Задача Озина. В формулах (3.5), (3.6) положим 𝑢𝑧 = 0, 𝐴(𝑡) = 0,













Распределение давления может быть найдено по формуле






Cимволом Γ обозначена положительная константа, 𝑝∞ – значение давления в бес-
конечно удаленной точке. Решение (3.12) – (3.13) описывает эволюцию изолиро-
ванной вихревой нити в вязкой жидкости.
Пример 5. Суперпозиция течений Куэтта между соосными цилиндрами. Рас-
смотрим стационарное течение жидкости, заключенной между двумя вращающи-
мися с постоянными угловыми скоростями Ω1 и Ω2 соосными цилиндрами. Пусть
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𝑅1 и 𝑅2 – их радиусы, причем 𝑅2 > 𝑅1 > 0. Выберем цилиндрические координаты
𝑟, 𝜙, 𝑧 с осью 𝑜𝑧 по оси цилиндров. Предположим еще, что внутренний цилиндр
радиуса 𝑅1 движется вдоль оси 𝑜𝑧 с постоянной скоростью 𝑈 , а составляющая
скорости вдоль оси 𝑜𝑧 внешнего цилиндра радиуса 𝑅2 равна нулю. Решение будем
искать в виде
𝑢𝑟 = 0, 𝑢𝜙 = 𝑢𝜙(𝑟), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑟), (3.14)
𝑝 = 𝑝(𝑟). (3.15)
Зависимости (3.14) и (3.15) есть частный случай (3.5) и (3.6) для установившихся



































, 𝑅1 6 𝑟 6 𝑅2. (3.19)
Компонента скорости 𝑢𝑟 равна нулю. Распределение давления имеет вид
𝑝(𝑟) = 𝑝1 +
1(︀
𝑅22 −𝑅21




























, 𝑅1 6 𝑟 6 𝑅2. (3.20)
Здесь 𝑝1 = 𝑝(𝑅1).
4. Потенциальные и однородно-винтовые течения
Итак, предложенному автором условию
(?⃗? · ∇)?⃗? + (?⃗? · ∇)?⃗? = 0 (4.1)
подчиняются многие известные решения классической системы Навье–Стокса, как
в стационарном, так и в нестационарном случае. Это условие может быть пред-
ставлено в эквивалентном виде(︁(︀
(?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝)︀ · ∇)︁?⃗? + (?⃗? · ∇)(︀(?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝)︀ = 0. (4.2)
Все построенные решения удовлетворяют также квазигидродинамической систе-
ме. Выписанному условию подчиняются стационарные потенциальные течения
жидкости и нестационарные однородно-винтовые течения.
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Действительно, пусть в некоторой области 𝑉 пространства R3?⃗? задана гармо-
ническая функция 𝛷 = 𝛷(?⃗?). Определим поле скорости по формуле
?⃗? = ∇𝛷. (4.3)
Тогда
div ?⃗? = 0, rot ?⃗? = 0, ∆?⃗? = 0. (4.4)
Давление определим по формуле Бернулли




Здесь 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Нетрудно проверить [8], что пара функций (?⃗?, 𝑝), определяемых
формулами (4.3) и (4.5), является общим точным решением стационарных систем








+ [rot ?⃗?× ?⃗?]
)︂
. (4.6)
Из (4.4) и (4.5) следует, что ?⃗? = 0. Таким образом, условие (4.1) для установив-
шихся потенциальных течений жидкости выполняется.
Пусть нестационарное движение жидкости является однородно-винтовым. Это
означает, что существует такая постоянная 𝜆 ̸= 0, что выполнено соотношение
rot ?⃗? = 𝜆?⃗?. (4.7)
Пусть пара функций (?⃗?, 𝑝), где




𝑝0(𝑡) – произвольная функция времени, задает однородно-винтовое решение систе-
мы Навье–Стокса. Подстановка (4.7) и (4.8) в (4.6) дает ?⃗? = 0. В силу доказанной
теоремы (?⃗?, 𝑝) является также однородно-винтовым решением квазигидродинами-
ческой системы.
Заключение
Точные решения квазигидродинамической системы, не починяющиеся условию
(4.1), существуют. Пример приведен в [7] на с. 107. Расширение класса точных
решений КГД системы, не удовлетворяющих уравнениям Навье–Стокса, является
актуальной и трудной задачей. Будут ли они поточечно или равномерно стремить-
ся к соответствующему решению системы Навье–Стокса при 𝜏 → +0? Ответов на
эти вопросы пока нет.
Предложенная автором квазигидродинамическая система применялась при
компьютерных расчетах многих практически важных задач гидродинамики. Ог-
раничимся ссылкой на одну из последних работ [15], где рассмотрена проблема
моделирования дискового насоса в пакете OpenFOAM. Эффективные насосы, спо-
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The condition for the coincidence of the solutions of Navier–Stokes equa-
tions and the quasi–hydrodynamic system is obtained. It is shown that
many well-known solutions of the Navier–Stokes system obey this condi-
tion. Classes of exact solutions common to the Navier–Stokes equations
and the quasi–hydrodynamic system are considered. The application of the
principle of superposition to the constructing exact solutions is shown on
concrete examples, both in the stationary and non-stationary cases.
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